Exakte Differentialgleichungen

Definition:
Eine DGL vom Typ

P(x y)+Q(x )0y=0
heiRt exakt, wenn das auf einer offenen Menge U [ R? definierte Vektorfeld

k(X, y) =( P( X )) , q X y) ein Potential F (X, y) besitzt, das ist eine Funktion
F:U - Rmit

k(x y)=grad F( x y

Es gilt:

F.(xy)=P(x )
Fy (% y)=Q(x )

Formale Schreibweise fiir eine exakte DGL:

P )+ Q3 Y =0

P(x y)dx+t Q x y dy0

= F (x y)dx+ E(x ) dy=0
=dF =0 (- 3.3 Das totale Differentia)

= F(x,y) = const

Falls P(X, y)+ Q( X QDy: Oexakt ist, gilt

R{xy)= g Pl =g B(x Y= B x)

=F,(xy) = F(x ) =5 A% )
=Q (% V)

Satz:
Sei k(X, y) :( P( X )) , q X y) ein stetiges, differenzierbares Vektorfeld auf einer sog.

sternférmigen Menge G [0 R?.
Dann ist die DGL

P(x y)+Q(x ydy=0

genau dann exakt, wenn die Integrabilitatsbedingung

P(x¥)=Q(x%Y

erfullt ist.



Beispiel:
(1) Jede DGL vom Typ ,, Trennung der Veranderlichen” Iasst sich in eine exakte DGL
umschreiben.

h(y)y'=9(® (Typ" Trennung der Veranderlictig,
~g(X)+h(y)0y=0

P(xy)=-g(¥ und Qxy= )
P,(xy)=0 und Q( x y=0
= -g(x)+h(y)Oy=0 ist exak

yeos(x) - si{X)+ sifY0y= 0 ; {%Tj: 0

P(x y)= yteos( § - sir( ¥ q x y= sif X
R (xy)=co(¥=Q(xy

= Es existiert ein Potential £ ,x )y .d.h
F(xy)=P(xy) = yos §- sir( }
Fy (% y)=Q(x y) =sin( ¥

F(x, y):J'yE:os( X - si{ ) de ysif ¥+ cog ¥+ € )
= F(x )= yisin( ¥ - cog 3

C'(y)=F,(x y)-sin(x) = sin( Y- si{ ¥ = 0

= C(y)=C= const

Wir wahlen C=0 und erhalten
F(x y)=yBin(X+co{¥=c (e g
= y§in(x) = c- cog ¥

= y:LOS(X) (allgemeine Losung der DG
sin(x)




Losung des Anfangswertproblems:

y(x) = ~cot(x) = ‘S‘;g(s(x?
(3)
Xy* +y— xy=0 ;o YY=2

P(xy)=x/+y  Qxy=->
P(xy)=2xy+1#z -1=Q(xy
= Die DGL ist nicht exakt

Multiplikation der DGL mit einem integrieremdem Faktor ,LI(X, y) liefert
(% + y) (% )= u( x y y=0
Bestimme ,LI(X, y) so, dass die DGL(Xy2 + y) Dj( X )b - )QJ( X )) y= Oexakt ist.

Ansatz:

u(xy)=u(y)

P(x y)=(xf+ you( Y q xy=- (Y
B (% y)=(2xy+ ) u( ) +( xy+ you( ¥

(Y-u(y-u(y
= —2xyCu(y) - 20u( y)
=-20u(y)dxy+1)

= —%Q/(y) (Typ: " Trennung der Veranderlichey
[OH = [2qy
H y

In(|) =-20n(|y|) +C = In(%}+ C
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