3.1

Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Veranderlichen

Funktionen von zwei Veranderlichen

Definition:

Eine reell wertige Funktion von 2 Veranderlichen ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem

Element (x,y) einer Teilmenge D von R?=RxR eindeutig eine reelle Zahl z zuordnet.

Schreibweisen: f:D - R, f (X, y) =z
Graph von f: G(f):{(x,y,z)D]R3|z: f(x,y)}
Beispiel: f (X, Y) =xLy

Definition:
Sei f:D — Reine Funktion mit 2 Verdnderlichen und (Xo, yo) LD . Dann heift die

Funktion

¢{xOR|(x,y,) 0D} - R, #(x) = (x,y,)

partielle Funktion von fin Richtung x durch Y, . Und

Y{YORI(%.y)OD} = R, ¢(y)=f(%.y)

partielle Funktion von fin Richtung y durch X,.



Ebenenschnitt mit den Ebenen y = y,und X =X,.

Beispiele:

(1)
f:D-R,  f(xy)=y1-x*-y*, D={(x,y)OR? |x*+y’<}

Die Kugel ist in rot, die Kurve fiir Y, =0 griin und die Kurve fir X,=0 blau dargestellt.

il i = Halbkreis mit Radius r =/1-y,?
7B
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—¢(X)
% =0; ¢(y)=1-y*
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(2)
g:D-R, g(xy)=x3, D=R?

#(x)=x0,,  w(y)=%0

Die Graphen von ¢ und { sind Geraden durch den Koordinatenursprung mit der Steigung

Yo bzw. X, .



3.2 Partielle Ableitungen

Anschauliche Bedeutung der Ableitung bei einer Funktion mit einer Veranderlichen

Steigung der Tangente:

Y=Yo = 1'(%) {x=x)

Gleichung der Tangente an den Graphen von fim Punkt (Xo, yo)
y = 1'(%) dx=%)+ f (%)

Anschauliche Bedeutung der Ableitung bei einer Funktion von 2 Veranderlichen

Parameterdarstellung einer Ebene:

le=a+ m+um] (A,u0OR)

Gleichung einer Ebene:
Affx-a)=0 (wegen i xX-4)
(Zurickgefuhrt auf das Skalarprodukt)
NX-n@=0

A =va?+b*+c?
a - b y+ C 5 d -0
JaZ+b2+c?  Ja?+b%+c?” +a?+b?+c? Jatb%c?

Hesse’sche Normalform der Ebenengleichung




Entwicklung der Tangentialebene:

Die Tangentialebene an den Graphen der Funktionen z= f (X, y) in Punkt(xo, yo) hat die
Richtungsvektoren

0 1
V= 1 und g=
v'(vo) #'(%)

Parameterdarstellung der Tangentialebene:

X=a+Ali+u¥ mit a= :
z,
1 0 #'(%)
A=uxv=| 0 [x 1 |=|-¢ ()
¢'(%)) \@'(v) 1
Wenn (x,y,z) ein beliebiger Punkt der Tangentialebene ist, dann sei
X
X=|y
V4

Gleichung der Tangentialebene:
Affx-a)=0
=4 (%) X' (Yo) Y +1Z == ¢ (%) B ~¢ (Vo) Fo* 1o

2=0'(0)1x ) +0 (1) fy- )+ L )

Definition:
Sei f:D — Reine Funktion von zwei Variablen. Dann heift f an der Stelle (XO, yo) tub

partiell differenzierbar nach x bzw. nach y, wenn die partielle Funktion ¢(X) bzw. l//(y) in
X, bzw. Y, differenzierbar ist.



ot
P

Z_;(xo,yo) = 1, (X0 Vo) =40(¥o)

%01 ¥o) = (X0 o) = 8 (Xo)

partielle Ableitungen nach x bzw. y

Merkregel:

Um die Funktion f (X, y) partiell nach x zu differenzieren, denkt man sich y als Konstante

und leitet f (X, y) ausschlieBlich nach x mit den bekannten Differentiationsregeln ab.

Entsprechendes gilt fir die Ableitung nach y.

231e)ispielz
f (x,y)=x0n(y)
f(xy)=In(y)
f(xy)=3

g(x y) =sin(x+y) - cof X)
g, (x y) =cos(x+y)+ Zsi{ X)
g, (% y)=cog(x+y)

Definition:
Sei f:D — Ran der Stelle (XO, yo) U D nach x und y partiell differenzierbar. Dann heift
der Vektor

Of (%, Yo) = grad f (X,,Y,)

:( fx (XO' yO)J
fy(xo' Yo)
der Gradient von f an der Stelle (XO, yo).

Falls die partiellen Ableitungen f, und f,stetigin (%o Yo ) sind, heiBt

£'(%. Vo) = grad f(xo,¥o) =(f, (X0 Yo) f, (X0¥ )

die Ableitung von f an der Stelle (Xo, yo) .




In diesem Fall lautet die Gleichung fiir die Tangentialebene

2= 1, (%, Yo) X =%0) + T, (X0, Yo) Y = ¥o) + T (X0 Y

STEOMALE= RO

Beispiel:
Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene an die Einheitskugel X%+ y2 +7%=1im

Punkt ﬁ,l,g in Hesse’scher Normalform?
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Gleichung der Tangentialebene:
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