
3. Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Veränderlichen 

 

3.1 Funktionen von zwei Veränderlichen 

 

Definition:  

Eine reell wertige Funktion von 2 Veränderlichen ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem 

Element (x,y) einer Teilmenge D von 
2 = ×ℝ ℝ ℝ eindeutig eine reelle Zahl z zuordnet. 

 

Schreibweisen:  ( ): , ,f D f x y z→ =ℝ  

 Graph von f:   ( ) ( ) ( ){ }3, , | ,G f x y z z f x y= ∈ =ℝ  

 

Beispiel:   ( ),f x y x y= ⋅  

 

 
 

  

 Definition: 

Sei :f D → ℝ eine Funktion mit 2 Veränderlichen und ( )0 0,x y D∈ . Dann heißt die 

Funktion  

  ( ){ } ( ) ( )0 0| , , : ,x x y D x f x yϕ ϕ∈ ∈ → =ℝ ℝ  

 

partielle Funktion von f in Richtung x durch 0y . Und 

 

  ( ){ } ( ) ( )0 0| , , : ,y x y D y f x yψ ψ∈ ∈ → =ℝ ℝ  

 

partielle Funktion von f in Richtung y durch 0x . 

 



 

 

Ebenenschnitt mit den Ebenen 0y y= und 0x x= .  

 

Beispiele: 

 

(1)  

( ) ( ){ }2 2 2 2 2: , , 1 , , | 1f D f x y x y D x y x y→ = − − = ∈ + ≤ℝ ℝ  

 Die Kugel ist in rot, die Kurve für 0y = 0 grün und die Kurve für 0x = 0 blau dargestellt. 
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Die Graphen von ϕ und ψ  sind Geraden durch den Koordinatenursprung mit der Steigung 

0y bzw. 0x . 



3.2 Partielle Ableitungen 

 

Anschauliche Bedeutung der Ableitung bei einer Funktion mit einer Veränderlichen 

 

Steigung der Tangente: 
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 Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt ( )0 0,x y  

    ( ) ( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= ⋅ − +  

 

 Anschauliche Bedeutung der Ableitung bei einer Funktion von 2 Veränderlichen 

 

 Parameterdarstellung einer Ebene: 

    a u vε λ µ= + ⋅ + ⋅� � �
   ( ),λ µ ∈ℝ  

 

 Gleichung einer Ebene: 

    ( ) ( )0n x a wegen n x a⋅ − = ⊥ −� � � � � �
 

    (Zurückgeführt auf das Skalarprodukt) 
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Hesse’sche Normalform der Ebenengleichung 

 

 

 

 

 

 

 

 



Entwicklung der Tangentialebene: 

 

Die Tangentialebene an den Graphen der Funktionen ( ),z f x y= in Punkt ( )0 0,x y hat die 

Richtungsvektoren 
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Parameterdarstellung der Tangentialebene: 
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Wenn (x,y,z) ein beliebiger Punkt der Tangentialebene ist, dann sei 
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Gleichung der Tangentialebene: 
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Definition: 

Sei :f D →ℝ eine Funktion von zwei Variablen. Dann heißt f an der Stelle ( )0 0,x y D∈

partiell differenzierbar nach x bzw. nach y, wenn die partielle Funktion ( )xϕ bzw. ( )yψ in 

0x bzw. 0y differenzierbar ist. 
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      partielle Ableitungen nach x bzw. y 
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Merkregel: 

Um die Funktion ( ),f x y partiell nach x zu differenzieren, denkt man sich y als Konstante 

und leitet ( ),f x y ausschließlich nach x mit den bekannten Differentiationsregeln ab. 

Entsprechendes gilt für die Ableitung nach y. 

 

 

Beispiel:  
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Definition: 

Sei :f D →ℝ an der Stelle ( )0 0,x y D∈ nach x und y partiell differenzierbar. Dann heißt 

der Vektor 
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der Gradient von f an der Stelle ( )0 0,x y . 

Falls die partiellen Ableitungen xf und yf stetig in ( )0 0,x y sind, heißt 

  ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0 0' , , , , ,
T

x yf x y grad f x y f x y f x y= =  

 

 die Ableitung von f an der Stelle ( )0 0,x y . 



 In diesem Fall lautet die Gleichung für die Tangentialebene 
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 Beispiel: 

Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene an die Einheitskugel 
2 2 2 1x y z+ + = im 

Punkt 
3 1 3

, ,
4 2 4

 
  
 

in Hesse’scher Normalform? 
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Gleichung der Tangentialebene: 
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