Definition:

Sei GO R3oder GO R?und F :G - R2. Dann heiRt F ein Vektorfeld.

Beispiel:
(1) Das elektrostatische Feld einer Punktladung Q
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Gesamtarbeit:
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(Riemann’sche Summe von [a, b] - R,t > If(f(t)[ﬁ'(t))zur Zerlegung

a=t, <t, <...<t, =bund der Wahl der Zwischenpunkte t,_, )

Definition:
SeiG O R°oderG O R?, F:G - Rein stetiges Vektorfeld und K [ G eine Kurve mit einer stetig

differenzierbaren Parameterdarstellung f(t) 1t D[a, b] . Dann heil3t das eindimensionale reelle

Integral

das Kurvenintegral (Linienintegral) Gber K.



Bemerkungen:

(1) j F (f) dr ist unabhingig von der gewéhlten Parametrisierung von K und es gilt
K
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Beispiele:
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2) F (F) = , K sei die Strecke von A(2,1,— ]) nach B (1, 3, O)




2 -1\ ( 2-t
K:r=a+t[@6—a)= 1 |+tp2|={1+2]|, oct<1

-1 1) -1+t
R 1
IFdfzj((xz+y2+zz)D(+xEy®+(x+y+z)Dz)dt
K 0
1
=j(((2—t)2+(1+ 2) +(-1+1)") 3 #( 2) [ ¥ 2)02( 21+ & ©r- :H)D)]:it
0
1
:j—4+4t—t2—1—4—42—} 2-t%+ 4 6- #+2-t+1+ 22— 1+t dt
0
1 1
:J‘(—10t2+1ﬁ)dt:—£)t3+ g1 =-19, 5.5
) , 3 3 3
Definition:

Sei F :G - R%ein Vektorfeld. F heiRt konservativ, wenn es eine differenzierbare Funktion
U:G - R gibt mit

F =grad(U)
U heiRt dann ein Potential von F .

Definition:

Eine Kurve K mit der differenzierbaren Parameterdarstellung heildt glatt, wenn F(t) # Ofur alle

tO]ab.

Hauptsatz tiber Kurvenintegrale:
Sei G O R® (]RZ) und F : G = R%ein konservatives Vektorfeld mit dem Potential U :G — R . Sei K

eine glatte Kurve mit der Parameterdarstellung I’ (t) 1 D[a, b] . Dann gilt
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Beweis:

Satz:

Sei G eine offene Teilmenge des R3und F:G - Rein stetiges Vektorfeld. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:



(2) F ist konservativ

(2) .[ Fdr hangt nicht von der Kurve K, sondern nur vom Anfangs- und Endpunkt von K ab
K

(3) 4) FdF=0 (Kistgeschlossen, d.h. F(a) = F(b) )
K

Beispiele:
(1)
2X
F(xy.2)=| z
y+e

K sei derjenige Kreis mit Mittelpunkt auf der y-Achse, der den Punkt (1, 2, 0) mit dem Punkt
(2, 0,])verbindet.

Versuchsweiser Ansatz eines Potenzials U (X, \2 Z) :

U (xy.z)=2x, U,(x,y.z)=2z, U,(xyz)=y+€
U(x,y,z)=J'2xdx:x2+C(y,z)
C(y,z)=U(xy,z)-%

C,(v.2)=U,(xy,2)=z =C(y,z)=yx+C(2)

C'(2)=C,(y,2)-y=U,(x,y,z)-y=y+e-y=¢/ =C(z)=¢

U(xy,2)=xX*+C(y,z)-X*+yZ+C(2) =X’ +yZ +€’

Probe:
U, (xy,2)=2x
U,(xyz)=z

U,(xyz)=y+€

[Fdr=U(2,03-U(120= 4e- = 2e
K



(2)
j(4x3_2y)dx+(ZY—2<)dy und K={(3co£t) 2sift)) |Qtsl—2T}
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-2=-2
= (4x3 - 2y) dx+( 2y - 2)dy = Cist exakt

=> Es gibt ein Potential U (X, y) mit U, =4x° -2y undU, (X, y) =2y—2X

U (x, y)=J'(4x3—2y)dx:x4— 2y +C(y)
C(y)=U(xy)-x*+2xy
C'(y)=U,(xy)+2x=2y-x+x=2 =C(y)=y?

U(xy)=x"-2xy+y?
[(4¢-2y)dy+(2y- 2)dy=U(0,J-U(3.9= 4 8- 7
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