5.2 Integralrechnung fiir Funktionen mit drei Veranderlichen

Sei D [0 R®eine beschrinkte Menge und f : D — R eine beschrinkte Funktion. Fiir D gibt es
einen Quader [q, I’] X[S,t] ><[u,V] der D ganz enthilt. Sei f (X, Y, Z) =0 fir alle

(% y.z)0([a.r]x[st]x[u,v])\D.
Dann heif3t
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eine Riemann’sche Summe von f zur Zerlegung
=X <X <..<X, =I,8=Yy, <Yy, <..<Yy,=t,u=2,<7 <..<Z =Vund der Wahl der
Zwischenpunkte (ri,t].,vk) mit X, S6E<SX,Y4StSY,,Z,S <7

Streben die Riemann’schen Summen fir immer feiner werdende Zerlegungen
(A)q - O,ij - 0,Az, - O) und fir jede Wahl von Zwischenpunkten einem gemeinsamen

Grenzwert S zu, so heil3t f integrierbar auf D und S heilt das (dreidimensionale) Gebietsintegral.
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Berechnung dreidimensionaler Gebietsintegrale

Sei D, eine projezierbare Teilmenge des R?und seien ;(X, y) und Z(X, y) zwei Funktionen auf

D, mit Z(X, y) S?(X, y), sodass
D ={(x, y,zZ)OR®|(x,y)OD, und z(x,y)<z<Z(x, y)}

Falls z,Z, f : D - R stetige Funktionen sind, so existiert das Gebietsintegral Giber f und es gilt:

7(x.y)
”j f(xy, z) dxdydz = H J. f (x,y,z)dz |dxdy
D D, \ Z(x.y)

Die Formel kann auch so umgestellt werden, dass zunachst in x- oder y-Richtung integriert wird.

Beispiel: Tetraeder

D:{(x,y,z)DR3|x,y,220,§+l+5s1}
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Insbesondere ist

das Volumen von D.

Transformation auf Zylinderkoordinaten
x=reos(¢), y=rB@in(g), z=z

Volumenelement dxdydz wird transformiert inr [drdgdz.

[[] f (x v, 2)dxdydz = [[] f (r (eos(g),r Bin(¢),2) @ Erdgdz

Beispiel:
D :{(x,y,z)DR3|1s X’ +y*’<e’,x20,y>0,0< z< 4}

G:{(r,¢,z)DR3|1srse,0s¢s7—27,05 z< 4}
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SUB: u=In(r) %z%

In(e)
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Transformation auf Kugelkoordinaten:
x =r [Bos(¢) = RE:OS( )Bin(9)
y=rBin(¢)=RBEin(¢)Ein(d)
z= R[gos(¥)

Volumenelement dxdydzwird transformiert in das Volumenelement

dF [dR = (RL@Y REin(J) [g) @R
= R [8in () (@ [dg [6R

Hj X, y, z) dxdydz

= m (Rieos(¢) in(&), RBSin(¢4) Gin(8), Ritos(8)) [R? Sin(9) dddgdr

Beispiel:

Sei D die Viertelkugel D ={(X, Y, Z) OR3 |y=0,z=0, X2 + y2 +7 S]} . Die Dichtevon D

nehme linear mit der Hohe z ab von 7% fur z = 0 bis 3% fur z = 1. Berechne die Masse
cm

cm
von D.

p(xy,2)=p(z)=a+bz
p(0)=7=a p(1)=3=7+b=b=-4
p(xy,z)=7-4z

G:{(R,qﬁ,ﬁ)DRﬂOsr sLOs¢sn,05z9sg}
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Formel fiir die Koordinaten des Schwerpunktes eines Korpers mit dem Volumen V und der Dichte

p(xy,2).

Gesamtmasse:

M =HI p(x, y,z) dxdydz

Schwerpunktskoordinaten:

:ﬁq\ﬂxﬁb(x,y,z)dxdydz

Ys :ﬁ[j\ﬂy@(x, Y, Z) dxdydz

z, = ﬁ [J'\J/‘J' z[p(x, y, z) dxdydz




