1 Zahlenbereiche

1.1 Menge und Element

xe M : Objekt x ist der Menge M
x¢ M : Objekt x ist kein Element der Menge M

M = N : M und N haben dieselben Elemente, d.h. aus xe M folgt xe N und
umgekehrt.

aufzahlende Charakterisierung:

{a,b,c,..} (Bsp.: Menge der Buchstaben des lateinischen Alphabets)

beschreibende Charakterisierung
{xIx=N} (Menge aller x fiir die gilt x=N)
Falls alle x schon einer Menge angehéren:

{xe M1x=Nj} (Menge aller x der Menge M fir die gilt xe N)

Venn - Diagramme

>

Menge M
Beispiele:

1) - M sei die Menge der Buchstaben im Wort ,Teekanne*
- N sei die Menge der Buchstaben im Wort ,Kante®

M ={t,e,e,k,a,n,n,e} & M ={t,e,k,a,n} & {a,e,k,n,t}
N ={k,a,n,t,e} < {a,e,k,n,t}

=>M=N
2)

{1,2,3,4,...,100} (Menge der natlrlichen Zahlen von 1 bis
100)
3)

- B sei die Menge der Buchstaben des lateinischen Alphabets



{xe Blxist einVokal} ={a,e,i,o,u}

Definition:

@ = Menge aller x aus M far die gilt, x ist nicht Element von M
D={xeM|xe M}

@ heilt leere Menge und hat keine Elemente.

Definition:

Eine Menge M heiBt Teilmenge der Menge N, in ZeichenM < N, wenn jedes
Element von M auch in N enthalten ist.

M c N giltim Fall M < N und M # N und wird als echte Teilmenge bezeichnet.

Darstellung im Venn - Diagramm von Teilmengen:

McN

Beispiel:
1) S sei die Menge der Saugetiere und W die Menge der Wirbeltiere. Es gilt
=>S5ScWw

2) Fir jede Menge M gilt G c M .

1.2 Die natlrlichen Zahlen

N={1,2,3,4,5,..}

Definition:

Eine Menge M heiBt endlich, wenn es eine natirliche Zahl n gibt, sodass M genau n
Elemente enthalt.




Anzahl oder Méchtigkeit von M
M|=n (|M|ist die Menge der Elemente von M)
Auch die leere Menge soll endlich heiBBen

=0=|Q|
N, ={0,1,2,3,4,..}

Beispiele:

1)

{1.e, e,k,a,n,n,e}‘ =5

2) - M sei die Menge aller N zwischen 1 und 100, bei denen die Ziffer 7 in der
Dezimaldarstellung mehrmals vorkommt.

|M|=28

1.3 Mengenoperation

Definition:

M NN ={xlxe M und xe N} (Durchschnitt der Mengen M und N)
M und N heiBen disjunkt, wenn M "N =O.

Beispiel:
1)
M ={ne N|3ist ein Teiler von n} ={3,6,9,12,15,18,...}
N ={ne N7 ist ein Teiler von n} ={7,14,21,28,35,42,...}
= M NN ={ne NI2list ein Teiler von n} ={21,42,63,...}
Definition:

M UN ={x|xe M oder xe N}  (Vereinigung der Mengen M und N)

Beispiel:

1) - M sei die Menge der Buchstaben im Wort ,Schere” und N die Menge der
Buchstaben im Wort ,Stuhl®.

M UN ={s,c,h,u,l,t,e,r}




Durchschnitt und Vereinigung fir mehr als zwei Mengen:

MNNNP={xlxe M und xe N und xe P}
M UNUP={xlxe M oder xe N oder xe P}

Definition:
M\N (M ohne N)
M\N ={xe M |xe N} (Differenzmenge von M und N)

Falls M c N schreibt man C,, (N)=M\N und liest:
Das relative Komlement von N beztglich M.

Beispiele:

1) - U sei die Menge der ungeraden N und P die Menge der Primazahlen,
dann gilt P\N ={2}

2) Cy, ({0})=N

Beispiel 1.3.6

- M sei die Menge aller Autos

- U ={xe M | x hat Unterbodenschutz}

- L={xe M | x hat lange Lebensdauer}

-V ={xe M | x hat ein kleines Verhdiltnis von Hubraum zu Leistungsstirke}
- G ={xe M | xist besonders unfallgefiihrdet}

- B={xe M | xlisst sich billig versichern}

Behauptung: BcU

Beweis:




=C,(V)=L
=C, (L)=C, (U)
=LcU

=BcL

De Morgan’sche Regeln

A, B seien Teilmengen einer Menge M. Dann gilt
1) C,(AuB)=C, (A)nC,, (B)

2) Cy (AnB)=C, (A)uC, (B)
1.4 Rechenoperationen in der Menge der natiirlichen Zahlen

Es gibt fir zwei Zahlen m,ne Nimmer drei Mdglichkeiten, im Bezug auf ihre Werte:

1)m>n

Addition:

Sind M und N endliche Mengen mitM NN =, so gilt

M ON|= ||+ |

Definition:
m und n seien natlrliche Zahlen mit m < n. Dann gibt es genau eine Zahl de N,
sodass gilt

m+d=n

Dann heif3t d die Differenz von m und n und wird als

m-n=d  ausgedrickt.

M sei eine endliche Menge und M < N . Dann gilt

€y (N)|=|M\N|=|m|-|N|




Satz:
Sind M und N endliche Mengen, so gilt

|M ON|=|M|+|N|-|M " N]|
Insbesondere erhélt man daraus:

M ON|<|M|+|N|

Beispiel 1.4.1
M sei die Menge der hergestellten Gerate

A={xe M | Element a in Ordnung}
B={xe M | Element b in Ordnung}
C ={xe M | Element c in Ordnung}
D ={xe M | Element d in Ordnung}

Menge der defekten Geréte:
c,(A)ucC, (B)uC (C)uc,, (D)

MCM(A B)uC, (CND)
C,(ANBNCND)

|M | =100 Gerite

gesucht:
€, (ANBACAD)|=|M|-|AnBACAD|

=|cu (a)uc, (B)uC, (C)uc, (D)
slcw (al+lcy (B)+lcy (C)+[cy (D)
<27

100-|[AnBNCND|<27
& |[ANBNCND|273

Antwort: Mindestens 73% der Gerate arbeiten einwandfrei.

Multiplikation in N

m¥n=n+n+n+n+n+n+n+..+n (m wird n mal addiert)




Beispiel: (Tennisturnier)

Mannschaft A={A,A,, A, A, A}
Mannschaft B={B,,B,,B,,B,}

Beispiel einer Partie: (4,,B;)

Wie viele Partien finden statt, wenn jeder gegen jeden antritt?

AXB ={(a,b)|ae Aund be B} S |A|><|B| =|A|*|B| =20 Partien

Definition:
M xN ={(x,y)lxe M und ye N} heiBt das kartesiche Produkt der Mengen M und N.
Sind M und N endliche Mengen, so gilt

M| = |||

1.5 Die Menge der ganzen Zahlen

m + X =nistin Ng nur firm < n lésbar.

Z =Nov{nlne N}={..-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4,...} heiBt Menge der ganzen Zahlen.

Satz:
Zu zwei ganzen Zahlen a, b gibt es genau eine ganze Zahl x, so dass a + x = b gilt.
x heiBt die Differenz von a und b, in Zeichen x =b - a.

Rechenregeln:
a-b=a+(-b)

-(-a)=a
-(@+b)=-a-»>b
-(a-b)=-a+b

Multiplikation in Z :




Dabeisindm,ne Ny

Definition
b e Z heiBt teilbar durcha e Z, wenn eseinx € Z gibt mit
a*x=>b

1.6 Die Menge der rationalen Zahlen

Q ={ " ime Zund ne N} heiBt die Menge der rationalen Zahlen
n

Satz:
Jede lineare Gleichung a x + b = ¢ flr vorgegebene a, b, c € Z mita # 0 besitzt in
der Menge Q eine eindeutig bestimmte Lésung x.

Umwandlung von Quotienten in Dezimalbriiche

4 _4¥8 32 3 2 o0

125 125%8 1000 100 1000

153 =0,0618= 0,06181818181818... (periodischer Dezimalbruch)

2475

Umwandlung eines Dezimalbruchs in einen Quotienten

x=0,12356
100x = 12,35656

100x =12,35656
—x=-0,12356
— 99x =12,233

12,233 12233
99 99000

Satz:
Jede rationale Zahl lasst sich durch einen abbrechenden oder periodischen
Dezimalbruch darstellen.

1.7 Die Menge der reellen Zahlen




Ein nicht abbrechender, nicht periodischer Dezimalbruch stellt eine irrationale Zahl
dar.

R = Q v {x | xistirrational} heiBt Menge der reellen Zahlen.

Beispiel:
Die positive Losung ~/2 der Gleichung x2 = 2 ist irrational.

Beweis:
Annahme 2e Q =>Es gibt einen vollstandig gekirzten Buch L mit J2=2
q q
(p.qe N)
=> p = \/5 * q
= p2 -2 q2
2. .
=> p° ist gerade => p ist gerade
=> p? ist durch 4 teilbar
=> 207 ist durch 4 teilbar
=> q° ist durch 2 teilbar (also gerade)
=> q ist gerade
=> p und q enthalten den Faktor 2
=L gt vollstandig gekurzt!
q
2 Rechnen in R
2.1 Grundlegende Rechenregeln
a+b=b+a (Kommutativgesetz d. Addition)
(a + b)+c = a+b+c (Assoziativgesetz d. Addition)
a+0=a (Die "0", "Das neutrale Element")
a+(-a)=0 (inverses Element (-a) von a)
a*b=b*a (Kommutativgesetz d. Multiplikation)
(@*b)*c=a*b*c (Assoziativgesetz d. Multiplikation)
a*1=a (1 ist das neutrale Element der Multiplikation)

ar* LI 1 (l ist fir a # 0 das inverse Element d. Multiplikation)
a a



a*(b + c) = ab + bc (Distributivgesetz d. Addition & d. Multiplikation)

Es gilt: PUNKTRECHNUNG vor STRICHRECHNUNG
=>a*(b+c)=ab+ac

2.2 Rechnen mit Klammern

1. Klammernregel: a+(b+c)+d=a+b+c+d
a-(b-c+d)=a-b+c-d (das - der Klammer bleibt!!!)

Setzen von Klammern: -38-45-17 +8 + 13 =- (38+45+17) +8 + 13
2. Klammernregel:

(ga—ib+§cj*15d =10ad —12bd +@cd
35 7 7

Ausklammern:

35 115 110 1
=—x——y+—27-2x+=-y-5z

4 8 7 2
:(E_zjx_(ﬁ_ljy+(£_5jz

4 8 2 7

27 111 75
=—X——Yy+—2

4 8 7
3. Klammernregel: (@+b)*(c+d)=ac + ad+ bc+ bd

(@-b)*(c+d)=ac+ad—-bc—-bd

(@+b)*(c-d)=ac-ad+ bc-bd

Ausklammern:




10xu +6xw—15yu —9yw
=2x*(5u+3w)—3y*(5u+3w)
=(2x—=3y)*(5u+3w)

4. Klammerregel:
2(x—4(y—x+3(x—y)+5)—z)
=2x—8(y—x+3(x—y)+5)—2z
=2x-8y+8x—24(x—y)-40-2z
=2x—-8y+8x—24x+24y—-40-2z2
=—14x+16y—-2z-40

2.3 Bruchrechnung

Erweitern und Klrzen:
a a
b bc b b:

xa+xb+ya+yb x(a+b)+y(a+b) (a+b)(x+y) a+b

xa—xb+ ya— yb B x(a—b)+y(a—b) (a—b)(x+y) a—-b

Addition und Subtraktion von Briichen
a ¢ a*c
Rl
b b b
¢ ad  bc adzxbc

a,c_ad be_
b d bd bd bd

Multiplikation und Division von Briichen

a,c_ac

b d bd

a
b_a.d_ad
g_b ¢ be
d

2.4 Das Summen- & Produktzeichen

n
Y a=a+a,+a;,+..+a,
i=0

i heiBt der Summationsindex
1 und n heiBen die Summationsgrenzen



Andern des Summationsindex und der Grenzen

Beispiele:
5
kak =x, +2x, +3x, +4x, +5x,
k=1
D k=1+2+3+4+.+n
k=1

9
210=10+10+10+10+10+10+10+10=80
=2

Rechenregeln:

Beispiele:



6
Dk =9+16+25+36=86
k=3

3 23
+_—_
4

J_ _
1

1
—+
i+l 2
5 5 5
(2m+3m2—4):22m+32m2—421
=1
204+24+3+4+5)+3(1+4+9+16+25)—4*5
2+

446+8+10+3+12+27+48+75-20
175

M

2
3

J

3 ML,,

st

j=1 ]+1 11.] 11.]+1

=3 1+l+l+l -4 l+l+l+l
2 3 4 2 3 45
7

1+2+3+4+5+...+4998+999 +1000
1000+999+998 +997 +...+3+2+1
1001+1001+1001+1001+...+1001+1001

1000
=>n _ 1000%1001 _ 5150

n=1

Aus der Rechnung kann man folgern, dass

Sh=tED g
2

Zusammenfassung von Summen

50

> (4i+3i" +20)+ 2(31—41 +10)+Z(30+7l+l )

i=1 i=1

50
= 4i+3i* =20+3i -4 +10+30+7i +i’

i=1

50
=" (14i+20)
i=1

50 50
=14>"i+20) 1
i=1 i=1

50%51

=14 +20*50=17850+1000 =18850




Hoéherer Startindex (Bsp. k=3)

100 98 98 98
Dk=>k+2=>k+2)1
k=3 k=1 k=1 k=1

_ 9899 508

=4851+196
=5047

Produkte

n
I Ial. =a, *a,*..*a,
i=1

i ist der Produktindex
1 und n sind die Produktgrenzen

Beispiele
100 l
a) —=

1 ,99,100 1
i+l 2

4
*— ok * S
5

*z* . =
3 100 101 101

3
4

80

[1(i*-400)=0

b) i=i0
(i=20= i* 400 = 400-400=0)

2.5 Potenzen mit natlirichem Exponenten

Fira e R undn e N definiert man

n
a" =Ha=a*a*a*...*a
k=1

a heiBt Basis und n Exponent der Potenz a"
Falls a < 0 gilt a"> 0 (gerade n)
a" < 0 (ungerade n)

=> (-1)" =1 fur gerade n
= -1 flr ungerade n



a"*a" =(a*a*a*a*..*a)*(axa*a*a*..*a)=a""
(a”’)n =a"*a" *a" *a" *..xa" =a™"

(axb)" =(axb)*(a*b)*(axb)*..x(a*b)
=(a*a*a*a*..*a)*(bxbxb*b*. . *b)

:an *bn

Potenz Gesetze
Firalleae R undb e Rundflrallem,ne N gilt

(1) a™" =a"*a"

(2) (a”’ )n =a™"

(3) (ab)" =a"*b"

4) b" * (%j" =a"
Beispiel:

232 _ 9246 :(22)16 — 416 — 428 :(42 )8 ~16° =(162)4

4 22 2
=256 =(256) =65.536" =4.294.967.296

Beweis fiir a° = 1

1 0+1 1 0

a=a =a" =a *a
0
=a=a%*a

=1=4°

Definition:
Fira e R\{0}setzt man a°:= 1

Rentenformel (Allgemein)

l+q+q* +q +..+q"
n+l

—q+q+q +q" +..+q
:1_qn+l

=(1-¢)2 4" =1-¢"" =3 4" =
k=0 k=0

Die sog. Rentenformel lautet

2.4 =
k=0

1_ n+l

q
1—

q

1_ n+l

q
1—

q




3 Der binomische Lehrsatz

3.1 Die binomischen Formeln
(a+by=(a+b)*(@a+b)=a’+ab+ba+b’>=a+2ab+b?
(a-b)’=a’—ab-ba+b®=a’-2ab+b?

(a+b)*(a-b)=a?—ab+ba—-b?=2a?-b?

binomische Formeln:
(a+b)P=a°+2ab+b?

(a-b)®=a*-2ab +b?

(a+b)*(a-b)=a?-b?

Beispiele (Uberschlagsrechnungen)
a) 512 = (50+1)? = 2500 + 100 + 1 = 2601
b) 987 (100-2)° = 10000 - 400 + 4 = 9604
c)65*75=(70-5) * (70 + 5) = 4900 - 25 = 4875
Beispiele (Vereinfachung von Termen)

X +6x+9 (X+3)2 _x+3

x> +3x x(x+3) X
by 6x=3  _ 3(2x-1) 3(2x-1) 2 2
36x" =36x+9  9(4x’—4x+1) 9(2x-1)" 3(2x-1) 6x-3

X =1 (x+1)(x-1)
x+1 B x+1

=x-1

c)

Beispiel:

Jede ungerade ganze Zahl ist die Differenz zweier Quadratzahlen.

U sei eine Ungerade Zahl. Dann gibt es eine ganze Zahl k mit
u=2k(x1)
u=QRk-D*l=(k+k-1)*k—-(k=1)=k*—(k=1)°

37=19*-(19-1)*=19*>-18*
—51=2(-25)-1=(-25)* = (-25-1)* =25* - 26°

Beispiel (mehrere Summanden)
(Gu—v+3w) =((du—v)+3w)> = Gu—v)* +24u—v) *3w+9w’
=16u* —8uv +v* + 24uw — 6vw +9w?




3.2 Verallgemeinerte binomische Formeln
(a+b) =(a+b)* *(a+b)=a’* +2ab+b* *(a+b)

=a’+2a*b+a’b+2ab* +ab* +b’
=a’ +3a’b+3ab* + b’

(a+b) =(a’ +3a’b+3ab*> +b*)*(a+D)
=a* +3a’b+3a’b* +ab’ + a’b+3a’b +3ab’ +b*
=a*+4a’b+6a’b* + 4ab’ +b*

(a+b)’ =a’ +5a°b+10a’b* +10a°b* +5ab* +b°

PASCAL’sches Dreieck

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

(a+b) =a’ +7a°b+21a°b* +35a*b’ +35a°b° +21a°b° + Tab® +b’

Die in dem PASCAL 'sehen Dreieck auftretenden Zahlen heiBen

Binomialkoeffizienten. Der Binomialkoeffizient in der n- ten Zeile

an der k- ten Stelle wird mit (Zj bezeichnet.

n- te Zeile des PASCAL 'schen Dreiecks

HHG)-LE
LTI
(VR




L

Definition:
n!=Hk=l*2*3*4*...*n heiBt n Fakultat
k=0
Bsp.: 5/=120
6! =720
10! = 3.628.800

15! =130.267.463.800

Definition: (Formel fir n Gber k per Taschenrechner)

ny n!
k) kln—k)!

Bsp.:

(7) 7! 1#2%3%4%5%6%7

4)7 4531 (1x2%3%4)x(1%2%3)

49
( ) jz 14.000.000

Binomischer Lehrsatz

(a+by =Y " [#a* xb
o\ k

8 (8 8 8 8 8
(a+b)® =z xa® ™ xp* =a® +|  |a'b+ a’h’ + a’b’ +..+ b®
k 1 2 3 8

k=0

= a®+8a’b+28a°b* +564°b® +70a’*b* +564°b’ +28a’b° +8ab’ +b°




(@—b)' =(a+ (b)) = Z(Zja (b

k=0

(a—b)" = Zn:(—l)k (Zjan—kbk

2 2
(a—b)*=> (-1 [kjaz‘kbk =a’-2ab+ b’
k=0

n—1
an _bn :(a_b)* an—l—kbk
k=0

|

a’-b = (a—b)*2a3_1_kbk =(a—-b)*(a’ +ab+b*)

k=0
4. Potenzen & Logarithmen

4.1 Rechnen mit Quadratwurzeln

Definition:

Esseiae Runda > 0, dann ist die Quadratwurzel va von a die

nicht negative Lésung der Gleichung x® = a

Die negative Lésung der Gleichung x? = a (a > 0) wird mit —/a bezeichnet.

Rechenregeln:

Oaxb =~Ja b

2)\/%=% (fiirb #0)

3)(Va) =a
aWa® =a  (fiira=0)

V&3P =49=3 (#-3)
Va+9=422+32 =13 (#/4+9)

Beispiele (Vereinfachung von Wurzelausdriicken)

a)%\/90x =§\/9*10*x =%*3*\/10x =+/10x

b =—c  (fallse <0)
V2a#3b  [2a%3b _ [6ab 76

C)\/E_ab_ab:

Beispiele (Herstellung eines rationalen Nenners)

Beispiele:




2435 _ 205 (BV)  av5oafe3eE-e2
VB2 Bevae(BR) 32
=23 -22++/15-4/10
x(x— \/x_) xz—x&:x(x—\/x_):x—\/;
x+\/_ (x+\/_(x \/_ xt—x x(x-1) x—1

Beispiel (Freier Fall)
Freier Fall aus der Ruhe heraus aus einer Hohe von 45 m.
Gesucht ist die Fallzeit

1 : m
§=—g%t =10— ="
2g & s°

t= ﬁz 2*45S=\/§S=3S
g 10
4.2 n-te Wuseln

x"=a
Fall 1) nist gerade =>a=0
Die Gleichung hat fir a = 0 genau zwei Lésungen, namlich

x:% und x:—Q/Z

a heiBt der Radikant

Fall 2) nistungrade =>a e R
Die Gleichung hat fiir a € R genau eine Lésung, die mit
x=4%a bezeichnet wird.

Bsp.

Rechenregeln

3)

4) 4/(7 =a (im Fall n gerade nur fiir a > 0)

Beispiele:

a’—b’=(a-b)a +ab+b"))

3 31+5+35)

a) == > (:
1-35 1-¥5)a+5+35)

343354357 3435435

1-5 - —4




4.3 Potenzen mit reellen Exponenten
a" mitn e N, ist bereits definiert

a"? furne N

zB. 10°= IL =0,000001

0%

Esseiae Z,neN

2
2B, 5 =35* =325 ~2,924..,

Bespiel: (Bakterienkultur)
Zum Zeitpunkt t = 0: 1000 Bakterien
Die Anzahl der Batterien zur Zeit t:
N (t) = 1000 * 2' (t € N, in Stunden)
Wie viele Bakterien befinden sich nach 1 Std. 40 Min. in der Lésung ?

Neuer Zeittakt ot = 20 min:

N(20min) =1000c
N (40 min) =1000¢”
N (60 min) =1000¢’
N(r) =1000c"

Aus dem Aufgabentext geht hervor:
1000c® =1000%2' =* %2 = =32

5

5 =
N(1 Std 40min) =1000¢’ = 1000(%/5) =1000#23



Damit ist bewiesen, dass der Wachstumsprozess dem natirlichen
Wachstumsprozess entspricht. Man kann also t € R einsetzen, um den Prozess
zwischen den Werten fir t € N, zu betrachten.

xseie R\ Q

X=Xy, X5 Xy, Xyseees X, (x, € Z; x,, x,,...(Ziffern 0-9))
1.Fall: x>0

axoxl...xn < ax < axoxl...x”-%—l()f”
Beispiel:

2 =9

x=2=1,414...

2 <2V <2 = 2<27 <4

Mot o 2.639<2 <2,828
DV ot 657 <2V <2.676
4.4  Logarithmen

Firjedesae R,a>0unda# 1 sowie b >0 hat die Gleichung a* = b genau
eine Lésung.

x =log, b (Logarithmus von b zur Basis a)
x=log b&sa' =b

Beispiele
Ig(100.000) = 5, denn 10° = 100.000 (log1o = Ig)
logo(1024) =10 & 2°=1024
o [l os
3125 3125
a® =p und log,a"=x
Logarithmengesetze
Dlog,1=0 log,a=1

2)log, (x*y)=log, x+log, y

3)log, > =log, x~log, y
y

4)log, x" =n*log, x
Bezeichnungen

(1) log,, x=1gx (dekadischer Logarithmus)
(2) Inx =log, x (natirlicher Logarithmus)



e= lim(l+lj ~2,71828... (eulersche Zahl e)

n—oo n

Umrechnungsformeln:

a =
§
log, (a)= n(x)
n(a)
Beweis
1 ) ax — (eln(a) )X — ex*ln(a)
. In(x) In(a) log, (x) _ In(x) _ In(a)+log,(x)

2) log, (x)=x=e :>( ) =e" = :

— eln(x)

In(a)*log, (x)=In(x)

ln(x)
=lo =
gu (X) ln(a)

Beispiel 4.4.5

4 —% nach einer Halbwertszeitt =T

p

2

i:(lj 1 wennt=T

p 2 4

qg 1

== wenn (t = 3)

p 8

g _(1Y

=== t=xT

p (ZJ ( )
gemessen:

1n(0,375)

q
==0,375 => 1 0,375) =
p ©80s ( ) ln(O,S)

1,415*T =8108,165 Jahre

=1,415

Beispiel: Aufsuchen funktionaler Zusammenhange:



Fir die Funktion y=+/x lassen sich folgende Zusammenhange finden:

1

lg(y)=lg(Vx) 2 lg(y)=lg(x2] = lg(y)=-1g(x)

5. Gleichungen

5.1 lineare & quadratische Gleichungen

Eine lineare Gleichungax + b =0 (a #0)

hat genau eine Lésung, namlich x:—é
a

quadratische Gleichungen
ax’ +bx+c=0 (a#0)
Bsp. 7x° —4x+2=0
Normalform einer quadratischen Gleichung

) ( b cj
X +px+q | p=—iq=—
a a

quadratische Erganzung:

2 2
X+ x+(£j + =(£j
P 2 1 2
2 2

Diskriminante:

Beispiel:



X —6x+5=0

2) fiir D=0

Beispiel:
x> 4+26x+169=0

= x, =—13,/(13) 169 =13

_(pY_
3) D_(zj 1
fiir D<0

x>+ px+¢=0 hat keine reelle Losung
Beispiel:
X 4+x+1=0
=X, =—li (lj—le R
’ 2 4

=L=0
Bespiel 1.5.1



54%22,5 A
22

A

= (54-21)(22,5-20) =

& 4x’ —108x—45x+1215=607,5

& 4x* —153x+607,5=0
, 153 607,5

SxT—x+ 0
4 4
_153) [(_153Y
SR S P (N S
’ 2 2 4

= x,=19,125%, /%+151.875

= x, =19,125%,/190,125 x, =19,125—./190,125

Der abgetrennte Streifen ist 4,5 m breit.

5.2 Gleichungen, de sich auf quadratische Gleichungen zurlickfiihren lassen

Wurzelgleichungen
Beispiel 5.2.1

Lésung mit Hilfe des Satzes von Pythagoras



V& +x2 +J(15-x)" +5° =18 LE
o (15-x)" +25 =18—/16 + x°
& 225-30x+x> +25=340-367/16+ x> + x°

& 36316+ x° =90+ 30x
& 6716+ x> =15+5x

©36(16+x7) =225+150x +25x

& 36X +576 =25x +150x + 225

& 11x* —150x+351=0
, 150 351

Sx ——xt+t—=

Beispiel:
J2x—3+5-3x=0
o \2x—3=3x-5
& 2x-3=9x> -30x+25
& 9x* —-32x+28=0

=0
9
. @ﬁ:&i\/z
9 81 9 9 81
_ 14

Probe:
Zur Probe wird x in die urspriingliche Gleichung eingesetzt.

1/2*E—3+5>1<3>1<E:\/14_1:2
9 9 9 3 3

=> Wurzelgleichungen muss immer die PROBE gemacht werden, um Lésungen aus
auszuschlieBen, die erst wahrend der Rechnung dazukommen.
Lésung:

x, =2 ist die einzige Lésung der Gleichung

V2x=3+5-3x=0



Bruchgleichungen:

Beispiel:

2x+1 3x-5 _ 2x% +2x+18

x-3 x+3  x*-9

& 2x+1(x+3)+3x-5(x—3)=2x"+2x+18

S 2x +x+6x+34+3x> =5x—9x+15=2x" +2x+18
& 507 —Tx+18=2x"+2x+18

&3x*-9x=0

& x'=3x=0

= x(x—3)=0

=x=0 x,=3

Probe flr x, = 3 ergibt keine Lésung.

=> Bei Bruchgleichungen muss auch immer die PROBE durchgefiihrt werden.
=> Abgleich der Lésungsmenge mit dem Definitionsbereich der Bruchgleichung fuhrt

zum Ausschluss von best. Lésungen.
=> x = 0 ist die einzige Lésung der Bruchgleichung.

Substitution:

Beispiel:

10" +107" =ﬂ
10

R
10 10

:»(10X)2+1=%*10x

z=10° Z2+1=%Z

@zz—&z+1:0
10

01
1 101
S C
101 81
AT ET

=z, =7,0625 z,=3,0375

=X :lg(zl) X, =lg(Z2)
= x,=0,8490 x, =0,4825



5.3 Gleichungen dritten und héheren Grades
Eine algebraische Gleichung n- ten Grades hat die Form:

n n—1 2 _
ax"+a x"" +..+a,x +tax+a,=0

mit a, #0

Satz:
Eine algebraische Gleichung n- ten Grades hat h6chstens n Lésungen.

Wenn n ungerade ist, hat de Gleichung a,x"+a, x""'+..+a,x’ +ax+a, =0
wenigstens eine Lésung.

Satz:
Wenn eine algebraische Gleichung mit ausschlieBlich ganzzahligen Koeffizienten
a,,a,,4,,...,a, €ine ganzzahlige L&sung xq besitzt, dann teilt x, das absolute Glied ao.

n—1

_ n_ _ 2 _
a, =—ad,x a,_ X e Ay X ax

_ n—1 n-2
=—(a,x"" —a,_x"" —.—a,x—a)*x,

n-2 _

(ax""'—a, x w.—a,x—a,)E 7

Beispiel:
Gesucht ist eine Lésung der Gleichung

X =2x'+8x —16x* +7x—=14=0
Es gibt eine Lésung x,e Z .

= x, € {ae Zlateilt 14} ={1,2,7,14,-1,-2,-7,~14}
Durch Probieren erhalt man

X, =2
Aufspalten des Faktors (x-2) durch Polynomdivision

(x5 —2xt+8x* —16x7 +7x—14):(x—2)=x4 +8x+7

x =2x
0 +8x’-16x
+8x° —16x°
0 +7x—-14
+7x—14
0

X =2x" +8x" —16x" +7x—14=(x" +8x" +7): (x~2) =0




Fir von x, =2 verschiedene Lésungen muss x* +8x*+7=0 sein.
0

x* +8x*+7 =0 (biquadratische Gleichung)
72 +8z+7=0
=z, =—-4%9

=z =-1 z,=-7

=> x? muss positiv sein, somit gibt es keine weiteren Lésungen!
Far x, =2 ist de einzige Lésung der Gleichung

X =2x*+8x —16x" +7x—14=0
Beispiel: (Horner Schema)
X =3x"—=x+3=0

1*3*3*3*3*3-3"3"3"3"3-0*3*3*3 + 0"3"3-1*3+3 =0
15 Multiplikationen und 5 Additionen

(1*3*3*3*3 — 3*3*3*3 + 0"3*3 + 03— 1)*3 + 3 =0
((1*3*3*3 = 3*3*3 + 0*3 + 0)*3)-1)*3+ 3 =0
((1*3*3 — 3*3 + 0)40*3)-1*3) + 3= 0

((1"3=3)"3+0)"3+0)"3-1)"3+3=0

Horner Schema

In der oberen Zeile des Horner Schemas werden die Koeffizienten der Reihe nach
eingetragen. Sollte ein x" mit ne N nicht vorkommen, wird an diese Stelle eine 0
geschrieben. Danach schreibt man den Wert des ersten Koeffizienten in die untere
Zeile. Man multipliziert diesen Wert dann mit xo und schreibt den errechneten Wert in
die zweite Zeile unter den zweiten Koeffizienten. Daraufhin addiert man die nun
untereinander stehenden Werte und schreibt das Ergebnis in die untere Zeile. Nun
multipliziert man wieder die untere Zeile mit xo usw. Erhalt man am Ende eine 0 in
der unteren Zeile, so ist xo eine Lésung der eingesetzten Gleichung.

Beispiele fiir das Horner Schema fiir x> —=3x* —x+3=0

1 -3 0 0 -1 3
Xo=3 3 0 0 0 -3
1 0 0 0 -1 0




Bespiel: (x, =7)

-3 0 0 -1 3
Xo=7 7 28 196 1372 9597
4 28 196 1371 9600

Wenn man am Ende null erhalt, kann man die Gleichung auch um einen Grad

verringert ausdriicken:

x —3x4—x+3=(x4—1)*(x—3)




